
Ëåêöèÿ 12
ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈ.ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ Â H1

Êàê ñëåäóåò èç îöåíêè (11.24) H1-íîðìà ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì èêîíå÷íîýëåìåíòíûì ðåøåíèÿìè îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ýòó æå íîðìó ðàçíîñòèìåæäó òî÷íûì ðåøåíèåì è ëþáîé �óíêöèåé vh èç êîíå÷íîýëåìåíòíîãîïðîñòðàíñòâà. Èññëåäóåì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå
vh èíòåðïîëÿíòà òî÷íîãî ðåøåíèÿ.1. Ïåðâàÿ îöåíêà èíòåðïîëÿöèèÏóñòü â êà÷åñòâå êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà S̃h âûñòóïàåò ïðî-ñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, íåïðåðûâíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåí-òå �óíêöèé, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè x = 0, ò.å. ïóñòü S̃h ≡ S̃h

1(ñì. (3.13), (3.8)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç v(xi) çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèè
v(x) â óçëàõ xi = ih, i = 0, . . . , N êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ e(i), i = 1, . . . , N èââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ

ihv(x) ∈ Sh
1 , ihv(xi) = v(xi), (1)êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü èíòåðïîëÿíòîì v(x). Îöåíèì ðàçíîñòü ìåæäó

v(x) è åå èíòåðïîëÿíòîì. Èìååò ìåñòî149



150 Ëåêöèÿ 12Òåîðåìà 1. Åñëè v(x) ∈ C2(Ī), à ihv ∈ Sh
1 � åå èíòåðïîëÿíò, òî

|v(x) − ihv(x)| 6
h2

8
max
x∈Ī

|v′′(x)|, (2)
∣∣∣∣

d

dx
(v(x)− ihv(x))

∣∣∣∣ 6 hmax
x∈Ī

|v′′(x)|. (3)Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èç-âåñòíóþ èç êóðñà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îöåíêó òî÷íîñòè ëàãðàíæåâîé èí-òåðïîëÿöèè íà e(i) ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè. Îöåíêà (3) èçâåñòíà ìåíüøå.Çäåñü ìû äîêàæåì îáå îöåíêè.Îöåíêè áóäåì ïðîâîäèòü íà êàæäîì ýëåìåíòå e(i) îòäåëüíî. Ïóñòü
v(x) − ihv(x) = R(i)(x), x ∈ e(i). (4)Òàê êàê

v(xi−1) = ihv(xi−1), v(xi) = ihv(xi), (5)òî ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè R(i)(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
R(i)(x) = (x − xi−1)(x − xi)r

(i)(x), x ∈ e(i), (6)ãäå r(i)(x) � íåïðåðûâíàÿ íà e(i) �óíêöèÿ. Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå,ïåðåïèøåì (4) â âèäå
v(x) − ihv(x) = (x − xi−1)(x − xi)r

(i)(x), x ∈ e(i). (7)Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ ◦
e
(i) (êðóæî÷åê ñâåðõó îçíà÷àåò,÷òî áåðåòñÿ òîëüêî âíóòðåííÿÿ ÷àñòü e(i) = e(i)) è ââåäåì â ðàññìîòðåíèåñëåäóþùóþ �óíêöèþ ïåðåìåííîé t:

ϕ(t) = v(t) − ihv(t) − (t − xi−1)(t − xi)r
(i)(x), t ∈ e(i). (8)Â ñèëó (7) ýòà �óíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà e(i) ïî êðàéíåé ìåðå â òðåõòî÷êàõ: t = xi−1, t = xi, t = x. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè òåîðåìû �îëëÿ ååïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ϕ′ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ◦

e
(i) ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõòî÷êàõ è ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ(i) ∈ ◦

e
(i), â êîòîðîé îáðàùàåòñÿ â íóëü âòîðàÿ



1. Ïåðâàÿ îöåíêà èíòåðïîëÿöèè 151ïðîèçâîäíàÿ ϕ′′. Îòñþäà è èç (8)  ó÷åòîì òîæäåñòâà d2(ihv(t)) / dt2 = 0íàõîäèì, ÷òî
ϕ′′(ξ(i)) = v′′(ξ(i)) − 2r(i)(x) = 0,ò.å.

r(i)(x) =
1

2
v′′(ξ(i)).Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå r(i)(x) â (6), áóäåì èìåòü

R(i)(x) =
1

2
(x − xi)(x − xi−1)v

′′(ξ(i)).Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
max
x∈e(i)

|R(i)(x)| 6
h2

8
max
x∈e(i)

|v′′(x)|.Ýòà îöåíêà ñ ó÷åòîì (4) è ïðèâîäèò ê (2).Äîêàæåì òåïåðü (3). Ïóñòü
d

dx
(v(x) − ihv(x)) = R̃(i)(x), x ∈ e(i). (9)Â ñèëó (5) ñóùåñòâóåò òî÷êà η̃(i) ∈ ◦

e
(i) òàêàÿ, ÷òî R̃(i)(η̃(i)) = 0. Ïîýòîìó

|R̃(i)(x)| =

∣∣∣∣
∫ x

η̃(i)

d

dξ
R̃(i)(ξ)dξ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ x

η̃(i)

v′′(ξ)dξ

∣∣∣∣ 6 h max
x∈e(i)

|v′′(x)|,îòêóäà ñ ó÷åòîì (9) è ñëåäóåò (3).Çàìå÷àíèå 1. Óñòàíîâëåííûõ â òåîðåìå 1 îöåíîê èíòåðïîëÿöèè âïîëíåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè (11.24) äîêàçàòü ñõî-äèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ÌÊÝ â íîðìå H1 ñî ñêîðîñòüþ O(h). Ïðè ýòîìîòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ u(x) íóæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíî ïðèíàäëåæèò
C2. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçìåðíî îáðåìåíèòåëüíûì, íî íåÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè óêàçàííîé ñêîðîñòè ñõîäè-ìîñòè. Ïîýòîìó ìû óñòàíîâèì åùå îäíó îöåíêó ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿ-öèè �óíêöèÿìè èç Sh

1 (ïðÿìî â H1 è L2), êîòîðàÿ áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿèíòåðïîëèðóåìûõ �óíêöèé èç H2(I). Ýòà îöåíêà îêàæåò íàì íåîöåíèìóþóñëóãó è ïðè óòî÷íåíèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà â L2.



152 Ëåêöèÿ 122. Îöåíêà ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè â L2 è H1Ïóñòü v(x) ∈ H2(I). Ïîñêîëüêó H2(I) ⊂ H1(I), à â ñèëó ëåììû 11.1�óíêöèè èç H1(I) íåïðåðûâíû, òî íåïðåðûâíûìè ÿâëÿþòñÿ è �óíêöèèèç H2(I) è ìîæíî ãîâîðèòü îá èõ çíà÷åíèÿõ â òî÷êå.Òåîðåìà 2. Åñëè v(x) ∈ H2(I), à ihv ∈ Sh
1 � åå èíòåðïîëÿíò, òî

‖ v − ihv ‖06 h2|v|2, (10)
‖ v − ihv ‖16

√
2h|v|2. (11)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû â H1(I)

‖ v − ihv ‖2
1=‖ (v − ihv)′ ‖2

0 + ‖ v − ihv ‖2
0 .Çàïèøåì êàæäîå èç ýòèõ ñëàãàåìûõ â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ïîýëåìåíò-íûõ íîðì

‖ (v − ihv)′ ‖2
0=

N∑

i=1

‖ (v − ihv)′ ‖2
L2(e(i)),

‖ v − ihv ‖2
0=

N∑

i=1

‖ v − ihv ‖2
L2(e(i)) .Ñäåëàåì íà ýëåìåíòå e(i) = [xi−1, xi] ëîêàëüíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé

(x − xi−1)/h = t (12)è áóäåì ïèñàòü
v(x) = v(xi−1 + ht) = v̂(i)(t), ihv(x) = ihv(xi−1 + ht) = ı̂v̂(i)(t).Òîãäà

h−1 ‖ v − ihv ‖2
L2(e(i))=

∫ 1

0

(v̂(i) − ı̂v̂(i))2dt,

h ‖ (v − ihv)′ ‖2
L2(e(i))=

∫ 1

0

[
d

dt
(v̂(i) − ı̂v̂(i))

]2

dt,

(13)
h3 ‖ (v − ihv)′′ ‖2

L2(e(i))= h3 ‖ v′′ ‖2
L2(e(i))=

∫ 1

0

(
d2v̂(i)

dt2

)2

dt. (14)



3. Ñõîäèìîñòü â H1 153Ïîñêîëüêó
v̂(i)(0) − ı̂v̂(i)(0) = v̂(i)(1) − ı̂v̂(i)(1) = 0,òî äëÿ ðàçíîñòè v̂(i)(t) − ı̂v̂(i)(t) ñïðàâåäëèâû ëåììû 11.2 è 11.3, â ñèëóêîòîðûõ

∫ 1

0

[v̂(i) − ı̂v̂(i)]2dt 6

∫ 1

0

[
d

dt
(v̂(i) − ı̂v̂(i))

]2

dt 6

∫ 1

0

[
d2

dt2
(v̂(i) − ı̂v̂(i))

]2

dt.(15)Èñïîëüçóÿ ýòè íåðàâåíñòâà äëÿ îöåíêè ïðàâûõ ÷àñòåé (13) ÷åðåç ïðàâóþ÷àñòü (14) è âîçâðàùàÿñü ïðè ïîìîùè ëåâûõ ÷àñòåé (13), (14) íàçàä êñòàðûì ïåðåìåííûì, áóäåì èìåòü
‖ v − ihv ‖2

L2(e(i)) 6 h4 ‖ v′′ ‖2
L2(e(i)),

‖ (v − ihv)′ ‖2
L2(e(i)) 6 h2 ‖ v′′ ‖2

L2(e(i)) .Ñóììèðóÿ òåïåðü ïîëó÷åííûå îöåíêè ïî i îò 1 äî N , ïîëó÷èì
‖ v − ihv ‖2

06 h4|v|22, ‖ (v − ihv)′ ‖2
06 h2|v|22.Ïåðâîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñîâïàäàåò ñ (10). Ñêëàäûâàÿ îáà íåðàâåíñòâàè çàìå÷àÿ, ÷òî (h2 + 1) 6 2, ïðèõîäèì ê (11).3. Ñõîäèìîñòü â H1Èìååò ìåñòîÒåîðåìà 3 (ñõîäèìîñòè). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16), (11.17) è ðå-øåíèå u(x) çàäà÷è (11.12), (11.13) ïðèíàäëåæèò H2(I), òî ðåøåíèå çà-äà÷è (11.7), (11.14) ñ Hh = S̃h

1 èç (3.13) (ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå) ñõî-äèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (11.12), (11.13) â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà
H1(I) ñî ñêîðîñòüþ O(h), ò.å.

‖ u − uh ‖16 ch|u|2,ãäå c = onst > 0 íå çàâèñèò íè îò h, íè îò u.Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè (11.24),â êîòîðîé ïîëîæåíî vh = ihu, è òåîðåìû 2.



154 Ëåêöèÿ 12Èòàê, ìû äîêàçàëè ñõîäèìîñòü èçó÷àåìîãî ÌÊÝ íà Sh
1 è óñòàíîâèëèîöåíêó åãî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà H1(I), êî-òîðàÿ îêàçàëàñü O(h) ïðè u ∈ H2(I). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå î ãëàäêîñòèèñêîìîãî ðåøåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíûì; åñëè áû ìûïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 âîñïîëüçîâàëèñü íå òåîðåìîé 2, à òåîðåìîé1, òî íàì ïðèøëîñü áû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî u ∈ C2(Ī). Íî, êàê èçâåñòíî,àïïåòèò ïðèõîäèò âî âðåìÿ åäû. Ââîäÿ â ëåêöèè 2 ïîíÿòèå îáîáùåííîãîðåøåíèÿ, ìû áûëè ïðåèñïîëíåíû ãîðäîñòè îò òîãî, ÷òî îïðåäåëèëè ðåøå-íèå è â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíò p(x) óðàâíåíèÿ (11.12) èìååò ðàç-ðûâû ïåðâîãî ðîäà. Íî åñëè p(x)∈C(Ī), òî îáîáùåííîå ðåøåíèå u∈H2(I)è, êàçàëîñü áû, ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè ìåòîäà çäåñüíå ïðèìåíèìû. Íà ñàìîì äåëå, êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2,ïðåäïîëîæåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè u ê H2 äîëæíî èìåòü ìåñòî òîëüêî íàýëåìåíòàõ e(i), ò.å. äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

u|e(i) ∈ H2(e(i)), i = 1, . . . , N.Íî òîãäà, îñóùåñòâëÿÿ ðàçáèåíèå I íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû e(i), íóæíîïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû òî÷êè ðàçðûâà êîý��èöèåíòà p(x) (à ëó÷øåè òî÷êè ðàçðûâà äðóãèõ êîý��èöèåíòîâ) ïîïàëè íà ãðàíèöû ýëåìåíòîâ.Ïðè ýòîì ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî íå âñå ýëåìåíòû e(i) áóäóò èìåòü îäèíà-êîâóþ äëèíó, ò.å. ñåòêà óçëîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåðàâíîìåðíîé. Íî ïðèäîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ïî ñóùåñòâó íèãäå è íå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òîâñå ýëåìåíòû îäèíàêîâûå. Â íîâîé ðåäàêöèè òåîðåìû 2 íóæíî ëèøü ïîä
h â (10) è (11) ïîíèìàòü max

i
h(i), ãäå

h(i) = mes e(i) = xi − xi−1.Èòàê, íàëè÷èå ðàçðûâîâ ó êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (11.12) íå ÿâ-ëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ñõîäèìîñòè ÌÊÝ ñî ñêîðîñòüþ O(h), åñëèðàçáèåíèå íà ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíî íàäëåæàùèì îáðàçîì.Íó, à ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ñõîäèìîñòè èññëåäóåìîãî ÌÊÝ â ñìûñëåíîðìû L2(I)? �àçóìååòñÿ, ñõîäèìîñòü ñî ñêîðîñòüþ O(h) èìååò ìåñòî �ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3. Íî â òåîðåìå 2 ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî �óíêöèÿèç H2(I) ïðèáëèæàåòñÿ ñâîèì èíòåðïîëÿíòîì èç Sh
1 â L2(I) ñ òî÷íîñòüþ

O(h2). Íå áóäåò ëè òàêîé æå è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÌÊÝ? Îòâåò ïîëîæè-



4. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè èç Sh
k 155òåëüíûé, íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé îöåíêè ìû íå ðàñïîëàãàåì ñîîòíîøåíèåìòèïà (11.24), è òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ðàññìîòðåíèÿ (ñì. òåîðåìó 14.3).Åùå îäèí âîïðîñ: íå áóäåò ëè ñõîäèìîñòü â H1(I) èìåòü áîëåå âûñîêóþñêîðîñòü, åñëè u ∈ H3(I)? Îêàçûâàåòñÿ, íåò. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ñêîðîñòèñõîäèìîñòè ÌÊÝ íóæíî èñïîëüçîâàòü êîíå÷íîýëåìåíòíûå ïðîñòðàíñòâà,îáðàçîâàííûå ïîëèíîìàìè áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè.4. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè èç Sh

k�àññìîòðèì âîïðîñ î ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè áîëåå ïîäðîáíî.Ïî àíàëîãèè ñ (3.8) è (6.1) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðî-ñòðàíñòâî
Sh

k :=
{
vh ∈ C(Ī)| vh|e(i) ∈ Pk

(
e(i)
)

, i = 1, . . . , N
}

. (16)Âûäåëèì â íåì ïîäïðîñòðàíñòâî
S̃h

k = {vh ∈ Sh
k | vh(0) = 0} (17)è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (11.12), (11.13) ÿâ-ëÿåòñÿ �óíêöèÿ uh ∈ S̃h

k . Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ýòîãî ïðèáëèæåííîãî ðå-øåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 2.Ïóñòü h(i) = mes e(i) = xi − xi−1 ,
h = max

i
h(i);ìû â îòêðûòóþ îòêàçûâàåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàâíîìåðíîñòè ðàçáè-åíèÿ îòðåçêà I = [0, 1].Îáîçíà÷èì ÷åðåç

x
(i)
j = xj−1 +

h(i)

k
j, j = 0, 1, . . . , k,óçëû ýëåìåíòà e(i). Î÷åâèäíî, ÷òî x
(i)
0 = xi−1, à x

(i)
k = xi. Ïóñòü �óíêöèÿ

ih,kv(x) ∈ Sh
k òàêàÿ, ÷òî ih,kv(x

(i)
j ) = v(x

(i)
j ). Áóäåì åå íàçûâàòü èíòåðïî-ëÿíòîì v(x).



156 Ëåêöèÿ 12Òåîðåìà 4. Åñëè v ∈ Hk+1(I), à ih,kv ∈ Sh
k � åå èíòåðïîëÿíò, òî

‖ v − ih,kv ‖l6 chk+1−l|v|k+1, l = 0, 1, (18)ãäå c = onst > 0 íå çàâèñèò íè îò v, íè îò h.Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñëåäîâàòü ëîãèêå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû2 è ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà ïÿòü ýòàïîâ.
1◦. Ïðåäñòàâèì êâàäðàò îöåíèâàåìîé íîðìû â âèäå ñóììû êâàäðàòîâïîýëåìåíòíûõ íîðì

‖ v − ih,kv ‖2
l =

N∑

i=1

‖ v − ih,kv ‖2
H l(e(i)), l = 1, 2,è áóäåì ïðîâîäèòü îöåíêè íà êàæäîì ýëåìåíòå â îòäåëüíîñòè.

2◦. Ïåðåéäåì â èíòåãðàëàõ ïî ýëåìåíòàì ê ëîêàëüíûì ïåðåìåííûì (12)(ñ h(i) âìåñòî h). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (13), áóäåì èìåòü
(
h(i)
)2l−1

|v − ih,kv|2
H l

(
◦

e
(i)) = |v̂(i) − ı̂kv̂

(i)|2H l(0,1), l = 0, . . . , k. (19)
3◦. Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü (19) ÷åðåç L2 íîðìó ïîäõîäÿùåé ïðîèçâîäíîé(÷åðåç ïîäõîäÿùóþ ïîëóíîðìó) (ñð. ñ (15)). Ýòî öåíòðàëüíûé è íàèáîëååîòâåòñòâåííûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà. Ïðîâîäèòü åãî òåì æå ñïîñîáîì, êî-òîðûé áûë èñïîëüçîâàí ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, ïðè ïðîèçâîëüíîì

k ñëèøêîì òðóäíî. Âìåñòî ýòîãî ìû ñíà÷àëà îöåíèì H0(0, 1) è H1(0, 1)-íîðìû ÷åðåç íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Hk+1(0, 1). Î÷åâèäíî (ñì. (1.15)), ÷òîïðè k + 1 > l

|v̂ − ı̂kv̂
(i)|H l(0,1) 6‖ v̂ − ı̂kv̂

(i) ‖Hk+1(0,1) (20)è ñàìà ýòà îöåíêà íà ïåðâûé âçãëÿä îñîáîé öåííîñòè íå ïðåäñòàâëÿåò.Îäíàêî, ýòà îöåíêà îêàçûâàåòñÿ òåì, ÷åì íàäî, åñëè äëÿ �óíêöèé âèäà
(v̂(t)−ı̂kv̂(t)) íîðìà è ïîëóíîðìà âHk+1(0, 1) ýêâèâàëåíòíû. Äàííîå ïðåä-ïîëîæåíèå íå áóäåò âûãëÿäåòü áåñïî÷âåííûì, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèåëåììó 11.4 è òîò �àêò, ÷òî �óíêöèÿ (v̂(t)− ı̂kv̂(t)) â (k +1) òî÷êå îòðåçêà
[0, 1] îáðàùàåòñÿ â íóëü.



4. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè èç Sh
k 157Èòàê, ïóñòü èìååò ìåñòîÏðåäëîæåíèå. Äëÿ âñÿêîé �óíêöèè v̂(t) ∈ Hk+1(0, 1)

‖ v̂(t) − ı̂kv̂(t) ‖Hk+1(0,1)6 c|v̂(t) − ı̂kv̂(t)|Hk+1(0,1), (21)ãäå c = onst > 0 íå çàâèñèò îò v̂(t).Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ áóäåò äàíî â ñëåäóþùåé ëåêöèè, àïîêà ïîäñòàâèì (21) â (20) è ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî dk+1[̂ikv̂(t)]/dtk+1 ≡
0. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

|v̂(i) − ı̂kv̂
(i)|H l(0,1) 6 c|v̂(i)|Hk+1(0,1), k + 1 > l. (22)

4◦. Ïåðåéäåì â (22) ê ñòàðîé ïåðåìåííîé x. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,÷òî
|v̂(i)|2Hk+1(0,1) =

∫ 1

0

(
dk+1v̂(i)

dtk+1

)2

dt =
(
h(i)
)2k+1

∫

e(i)

(
v(k+1)

)2

dxè ó÷èòûâàÿ (19), ïîëó÷èì
|v − ih,kv|H l(e(i)) 6 c

(
h(i)
)k+1−l

|v|Hk+1(e(i)), l = 0, . . . , k. (23)
5◦. Âîçâåäåì â êâàäðàò îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà, à çàòåìïðîñóììèðóåì ïî i îò 1 äî N . Òðåáóåìàÿ îöåíêà (18) âûòåêàåò èç ïîëó-÷åííîãî íåðàâåíñòâà, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî h(i) 6 h. Ñïðàâåäëè-âîñòü òåîðåìû â ïðåäïîëîæåíèÿõ (21) äîêàçàíà.Òåîðåìà 5. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16), (11.17) è ðåøåíèå u(x)çàäà÷è (11.12), (11.13) ïðèíàäëåæèò Hk+1(I), k ∈ N, òî ðåøåíèå çàäà÷è

(11.7), (11.14) ñ Hh = S̃h
k èç (17) (ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå) ñõîäèòñÿ êðåøåíèþ çàäà÷è (11.12), (11.13) â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà H1(I) ñîñêîðîñòüþ O(hk), ò.å.
‖ u − uh ‖16 chk|u|k+1,ãäå c = onst > 0 íå çàâèñèò íè îò h, íè îò u.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç îöåíêè (11.24) è òåîðåìû 4.



158 Ëåêöèÿ 125. Óïðàæíåíèÿ1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (2) íåóëó÷øàåìà.2. Ïóñòü v ∈ C2(Ī) è v(0) = v(1) = 0, à G(x, ξ) � �óíêöèÿ �ðèíàîïåðàòîðà d2/dx2 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà. Òîãäà
v(x) = −

∫ 1

0

G(x, ξ)v′′(ξ)dξ.Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, äîêàçàòü, ÷òî
∣∣ d

dx
(v(x) − ihv(x))

∣∣ 6 h

2
max
x∈I

|v′′(x)|.Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïîñòîÿííàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîéîöåíêè íåóëó÷øàåìà.3. Ïóñòü v ∈ H1
0(I)

⋂
H2(I) è ∑∞

1 vk

√
2 sin kπx � åå ðÿä Ôóðüå. Äëÿ

l = 0, 1, 2 ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî ‖ v(l) ‖2
0=
∑∞

k=1(kπ)(2l)v2
k è äîêàçàòü, ÷òî

‖ v − ihv ‖06
h2

π2
|v|2, |v − ihv|1 6

h

π
|v|2.Ïðèìåðàìè ïîäòâåðäèòü íåóëó÷øàåìîñòü ïîñòîÿííûõ â ýòèõ îöåíêàõ.
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